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Théorie 
Théorème de la division euclidienne 

Pour tout éntiér 𝑛, appélé  dividende, é tant donné  un autré éntiér 𝑑 > 0, appélé  diviséur, il ést toujours 

possiblé dé trouvér un, ét un séul, couplé d’éntiérs (𝑞, 𝑟) téls qué 

𝑛 = 𝑞𝑑 + 𝑟,    0 ≤ 𝑟 < 𝑑 

Lés éntiérs 𝑞, 𝑟 sont appélé s quotient ét reste dé la division par 𝑑; lés valéurs possiblés dé résté sé 

rétrouvént dans l’énsémblé {0,1, … , 𝑑 − 1}. On péut notér 𝑟 = 𝑛 mod 𝑑. 

Autrémént dit : 0 ≤ 𝑛 − 𝑞𝑑 < 𝑑   ou éncoré   𝑞𝑑 ≤ 𝑛 < 𝑞(𝑑 + 1). 

Divisibilité et congruence 

Lorsqué 𝑟 = 0, ét donc 𝑛 = 𝑞𝑑, on dit qué 𝑑 divise 𝑛 (ou éncoré 𝑑 ést un facteur dé n), ét qué 𝑛 ést 

multiple dé 𝑑,  ét on l’é crit 𝑑 ∣ 𝑛. 

Rémarqués :  

• tout éntiér n ést divisiblé par 1, puisqué 𝑛 = 𝑛 ⋅ 1;  

• lé nombré 0 ést divisiblé par tout éntiér 𝑑 puisqué 0 = 0 ⋅ 𝑑 

Pour déux éntiérs 𝑚, 𝑛 : 

• ils adméttént toujours (au moins) lé nombré 1 commé diviseur commun :  

 on noté pgcd(𝑚, 𝑛) lé plus grand des diviseurs communs a  𝑚 ét 𝑛. 

• ils adméttént toujours (au moins) lé nombré 𝑚𝑛 commé multiple commun :  

 on noté ppcm(𝑚, 𝑛) lés plus petit des multiples communs a  𝑚 ét 𝑛 

Résultats importants : Pour déux nombré 𝑚, 𝑛,  

• tout diviséur commun ést factéur du pgcd : si 𝑑 ∣ 𝑚 ét 𝑑 ∣ 𝑛, alors 𝑑 ∣ pgcd(𝑚, 𝑛). 

• tout multiplé commun ést multiplé du ppcm : si 𝑚 ∣ 𝑝 ét 𝑛 ∣ 𝑝, alors ppcm(𝑚, 𝑛) ∣ 𝑝. 

• on péut calculér pgcd(𝑚, 𝑛) gra cé a  l’algorithme d’Euclide : pgcd(𝑚, 𝑛)  = pgcd(𝑛, 𝑟) ou  𝑟 ést lé 

résté dé la division éuclidiénné dé 𝑚 par 𝑛. Il s’agit dé posér 𝑟0 = 𝑛, 𝑟1 = 𝑟, ét succéssivémént 

calculér 𝑟𝑛 lé résté dé la division dé 𝑟𝑛−2 par 𝑟𝑛−1 : on construit ainsi uné suité dé croissanté  

 𝑟0 > 𝑟1 > ⋯ > 𝑟𝑛 > ⋯ > 0, ét lé pgcd ést l’avant-dérniér térmé. 

• pgcd(𝑚, 𝑛) ⋅ ppcm(𝑚, 𝑛) = 𝑚 ⋅ 𝑛 dé sorté qué ppcm(𝑚, 𝑛) =
𝑚⋅𝑛

pgcd(𝑚,𝑛)
 

• on péut toujours éxprimér léur pgcd commé sommé dé multiplés dé cés nombrés :  

 pgcd(𝑚, 𝑛) = 𝑟𝑚 + 𝑠𝑛   pour cértains 𝑟, 𝑠 

Congruence modulaire 

É tant donné  déux éntiérs 𝑎, 𝑏, on dit qu’ils sont congruents modulo 𝑑 si 𝑑 ∣ (𝑏 − 𝑎) : on é crit  

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑑) 

• Dans cé cas (𝑏 − 𝑎) = 𝑑𝑞  ét  autrémént dit 𝑏 = 𝑎 + 𝑑𝑞  pour un cértain nombré 𝑞; 

• Dé plus, cés déux éntiérs 𝑎 ét 𝑏 ont lé mé mé résté lorsqué divisé s par 𝑑. 

• Én particuliér, tout nombré 𝑛 ést congruént modulo 𝑑 a  son résté dé division par 𝑑 : on péut donc 

fairé la listé dés plus pétits répré séntants dé congruéncés modulo 𝑑 : {0,1,2, … , 𝑑 − 1} 



La rélation dé congruéncé sé comporté un péu « commé uné é galité  » ét ést compatiblé avéc lés opé rations 

𝑎 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑑) si  𝑎 ≡ 𝑒 (𝑚𝑜𝑑 𝑑)  et  𝑏 ≡ 𝑓 (𝑚𝑜𝑑 𝑑) 
si 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑑), alors  𝑏 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑑) 𝑒 + 𝑓 ≡ 𝑎 + 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑑) 
si  𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑑)  et  𝑏 ≡ 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑑),  

alors  𝑎 ≡ 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑑) 
𝑒 − 𝑓 ≡ 𝑎 − 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑑) 
𝑒 ⋅ 𝑓 ≡ 𝑎 ⋅ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑑) 

 

Lorsqué 𝑚 ⋅ 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑑) , on dit qué 𝑚 ét 𝑛 sont l’un l’autré dés inverses modulo 𝑑. 

Exemple : 5 ⋅ 3 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 7), donc 5 est l’inverse de 3 modulo 7. Si on veut résoudre 3𝑥 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 7),  

  il suffit alors de multiplier de part et d’autre par 5 : 𝑥 ≡ 5 ⋅ 3𝑥 ≡  5 ⋅ 4 ≡ 6 (𝑚𝑜𝑑 7) 

Exemples résolus 
Problème 15 AMC10A-2003 

Combién d’éntiérs dé l’énsémblé {1,2,3, … ,100} sont divisiblés par 2 mais pas divisiblés par 3? 

Les nombres divisibles par 2 sont les entiers pairs {2,4,6,8, … ,100} = { 2 ⋅ 𝑞 ∣∣ 1 ≤ 2𝑞 ≤ 100 }, et les 

nombres divisibles par 3 sont {3,6,9, … ,99} = { 3 ⋅ 𝑞 ∣∣ 1 ≤ 3𝑞 ≤ 100 }. On a donc 50 (quotient de 100 

divisé par 2) nombres pairs et 33 (quotient de 100 divisé par 3, avec reste 1) multiples de 3. On veut 

« éliminer » de l’ensemble de nombres pairs ceux qui font aussi partie des multiples de 3 : il s’agit des 

multiples communs à 2 et 3, qui correspondent aux multiples de ppcm(2,3). On a pgcd(2,3) = 1, 

puisque les diviseurs de 2 sont 1,2 et ceux de 3 sont 1,3 : alors ppcm(2,3) =
2⋅3

pgcd(2,3)
= 6. Il faut donc 

retrancher les multiples de 6 : { 6 ⋅ 𝑞 ∣∣ 1 ≤ 6𝑞 ≤ 100 } : comme 100 = 96 + 4 = 6 ⋅ 16 + 4, il y a 16 

nombres pairs qui sont multiples de 3, {6,12,18, … ,96}. Il reste donc 50 − 16 = 34 nombres divisibles 

par 2 mais pas par 3. 

Problème 21 AMC10B-2009 

Quél ést lé résté dé la division dé 30 + 31 + 32 +⋯+ 32009 par 8? 

Remarquons que 30 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8), 31 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 8) et 32 = 9 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 8) 

Les puissances paires ont donc un reste de 1 modulo 8, et les autres un reste de 3.  

On divise 2009 par 2 :2009 = 2008 + 1 = 1004 ⋅ 2 + 1 : il y a 1004 nombre pairs dans la liste 

{1,2, … ,2009} des exposants dans la somme, donc les 1005 restants sont impairs. On peut faire la 

somme des congruences 1004 ⋅ 1 + 1005 ⋅ 3 = 4019. Divisons ce total par 8 : 4019 = 502 ⋅ 8 + 8 

Éxércicés 

Problème 1 AMC10B-2017 

Marié a pénsé  a  un nombré positif dé 2 chiffrés. Éllé l’a multiplié  par 3 ét a additionné  11. Puis éllé a 

intérvérti lés chiffrés du ré sultat, obténant un nombré éntré 71 ét 75, inclusivémént. Quél é tait lé nombré 

dé Marié? 

Problème 15 AMC10A-2005 On noté 𝑛! = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)⋯2 ⋅ 1 

Combién dé cubés positifs divisént 3! ⋅ 5! ⋅ 7! ? 

Problème 22 AMC10B-2020 

Quél ést lé résté dé la division dé 2202 + 202 par 2101 + 251 + 1 ?  



Problème 13 AMC10B-2018 

Parmi lés 2018 prémiérs nombrés dé la suité 101, 1001, 10 001, 100 001,…, combién sont divisiblés par 

101? 

Problème 12 AMC10B-2014 

Lé plus grand diviséur dé 2 014 000 000 ést lui-mé mé. Quél ést son cinquié mé plus grand diviséur? 

Problème 17 AMC10B-2014 

Quéllé ést la plus grandé puissancé dé 2 qui ést un factéur dé 101002 − 4501 

Problème 18 AMC10B-2003 12 AMC12B-2003 

Quél ést lé plus grand éntiér qui soit diviséur dé (𝑛 + 1)(𝑛 + 3)(𝑛 + 5)(𝑛 + 7)(𝑛 + 9) quél qué soit 

l’éntiér pair positif 𝑛? 

Problème 12 AMC12-2001 

Combién d’éntiérs positifs né dé passant pas 2001 sont multiplés dé 3 ou dé 4, mais pas dé 5? 

Problème 7 AMC12B-2014 

Pour combién d’éntiérs positifs 𝑛, lé nombré 
𝑛

30−𝑛
 ést-il aussi un éntiér positif? 

Problème 2c) Euclide 2020  

Soit 𝑛 un éntiér strictémént positif ét soit la valéur dé 
𝑛2+𝑛+15

𝑛
 un éntiér.  

Dé términér toutés lés valéurs possiblés pour 𝑛. 

Problème A4 DOCM 2009 

Lés éntiérs strictémént positifs 15, 12 ét 𝑛 ont la proprié té  qué lé produit dé n’importé quéls déux d’éntré 

éux ést divisiblé par lé troisié mé. Dé términéz la plus pétité valéur possiblé dé 𝑛. 
 

Problème B4 DOCM 2009 

É tant donné  un éntiér strictémént positif 𝑛, on dé finit 𝑓(𝑛) commé é tant lé plus pétit éntiér strictémént 
positif s pour léquél 1 + 2 + 3 +··· +(𝑠 − 1) + 𝑠 ést divisiblé par 𝑛. Par éxémplé 𝑓(5) = 4, puisqué  
1 + 2 + 3 + 4 ést divisiblé par 5, mais ni 1, ni 1+2, ni 1 + 2 + 3 n’ést divisiblé par 5. 

(a) Dé términér tous lés éntiérs strictémént positifs a pour lésquéls 𝑓(𝑎) = 8. 
(b) Dé montrér qu’il éxisté uné infinité  d’éntiérs positifs impairs 𝑏 pour lésquéls  
𝑓(𝑏 + 1) − 𝑓(𝑏) > 2009. 

(c) Dé términér la plus pétité valéur strictémént positivé dé 𝑘 pour laquéllé l’é quation 𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑐 + 𝑘) 
admét uné solution éntié ré impairé strictémént positivé commé valéur dé 𝑐. Appuyér lé travail par 
uné préuvé. 

 
Problème B2 DOCM 2011 

Lés éntiérs 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ét 𝑒 satisfont aux trois proprié té s suivantés : 

i) 2 ≤ 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑 < 𝑒 < 100 

ii) pgcd(𝑎, 𝑒) = 1 

iii) 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ést uné suité gé omé triqué 

Quéllé ést la valéur dé 𝑐? 

 
Problème B2 DOCM 2012 

Pour chaqué éntiér positif 𝑛, on dé finit 𝜑(𝑛) commé é tant lé nombré dé diviséurs positifs dé 𝑛. Par 
éxémplé, 𝜑(10) = 4 car 10 admét 4 diviséurs positifs: {1, 2, 5, 10}. Si 𝑛 ést un éntiér positif tél qué 
𝜑(2𝑛) = 6, dé términér la valéur minimalé possiblé dé 𝜑(6𝑛). 
 
Problème B1 DOCM 2015 

Pour un éntiér 𝑛 ≥ 2, on posé 𝑓(𝑛) commé é tant lé déuxié mé plus grand diviséur positif dé 𝑛. Par 
éxémplé, 𝑓(12) = 6 ét 𝑓(13) = 1. Quél ést lé plus grand éntiér positif n tél qué 𝑓(𝑛) = 35? 
 



Problème C3 DOCM 2015 

(a) Si 𝑛 = 3, dé términéz toutés lés valéurs éntié rés dé m pour lésquéllés 𝑚2 + 𝑛2 + 1 ést divisiblé par 
𝑚 − 𝑛 + 1 ét par 𝑚 + 𝑛 + 1. 

(b) Montréz qué pour n’importé quél éntiér n, il y a toujours au moins uné valéur éntié ré m pour 
laquéllé 𝑚2 + 𝑛2 + 1 ést divisiblé par 𝑚 − 𝑛 + 1 ét par 𝑚 + 𝑛 + 1. 

(c) Montréz qué pour n’importé quél éntiér 𝑛, il y a séulémént un nombré fini dé valéurs éntié rés 𝑚 
pour lésquéllés 𝑚2 + 𝑛2 + 1 ést divisiblé par 𝑚 − 𝑛 + 1 ét par 𝑚 + 𝑛 + 1. 
 

AIME 02-1984 

L’éntiér 𝑛 ést lé plus pétit multiplé strictémént positif dé 15 tél qué chacun dé sés chiffrés soit 8 

ou 0. Calculér 
𝑛

15
. 

AIME 05-1986 

Quél ést lé plus grand éntiér strictémént positif 𝑛 tél qué 𝑛3 + 100 soit divisiblé par 𝑛 + 10? 

AIME 13-1985 

Lés nombrés dé la suité 101, 104, 109, 116,…, sont dé la formé 𝑎𝑛 = 100 + 𝑛
2, avéc 𝑛 = 1,2,3, … 

Pour tout 𝑛, soit 𝑑𝑛 = pgcd(𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1). Trouvér la valéur maximalé dés 𝑑𝑛 quand 𝑛 parcourt lés 

éntiérs strictémént positifs.  

AIME 06-1983 

Soit 𝑎𝑛 = 6
𝑛 + 8𝑛. Dé términér lé résté dé la division dé 𝑎83 par 49. 

AIME 07-1985 

Supposons qué 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 sont dés éntiérs strictémént positifs téls qué 𝑎5 = 𝑏4, 𝑐3 = 𝑑2 ét  

𝑐 − 𝑎 = 19. Dé términér la valéur dé 𝑑 − 𝑏. 

Mock AIME 1 2006-2007 Problem 12 

Soit 𝑘 un éntiér strictémént positif dont lé prémiér chiffré ést 4 ét tél qué si l’on rétiré lé prémiér 

chiffré ét notons m lé nouvél éntiér obténu, alors 14𝑚 + 1 = 𝑘. Trouvéz combién dé valéurs 

possiblés pour 𝑚 sé rétrouvént éntré 0 ét 102007 

2007 iTest Problems/Problem TB1 

La sommé dés chiffrés d’un éntiér ést égalé à la sommé dés chiffres du triple de cet entier. Prouvez que 

l’éntiér ést un multiplé dé 9.  

2010 AIME I Problems/Problem 2 

Trouvér lé résté dé la division par 1000 dé 9 × 99 × 999 × ⋯× 99⋯9⏟  
999 chiffrés

 

2004 AIME I Problems/Problem 1 

Les chiffres d’un entier strictement positif 𝑛 sont quatre entiers consécutifs dans l’ordre décroissant 
lorsqu’ils sont lus de gauche à droite. Quelle est la somme des restes possibles lorsque 𝑛 est divisé par 37?  
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